
 

Основные обозначения 
A  – мощность множества A ; 
a�   – статистическая оценка параметра a  распреде-

ления случайной величины; 
ic   – центр класса iω  (кластера iX ); 
( )d x   – решающая (дискриминантная) функция; 
( , )d x y   – метрика (функция расстояния) между векто-

рами x  и y ; 
( , )p p

d = −x y x y   – метрика Минковского (1 p≤ ≤ ∞ ); 

2 2
( , )d = −x y x y   – метрика Евклида; 

11 ( , )
SS

d −− = −x y x y   – метрика Махалонобиса; 
( , )kd x y    – метрика Канберра; 

( , )d ϖx   – расстояние между вектором x  и классом ω ; 
( , )i jd ω ϖ   – расстояние между классами iω  и jω ; 

I  – единичная матрица; 
( )F w   – функция критерия (функционал ошибки); 
[ ]M ⋅   – оператор математического ожидания; 

m   – количество классов; 
N  – количество элементов обучающего множества;
n  – размерность пространства признаков nR ; 
( )ijr  – платежная матрица; 
sgn( )t  – функция знака (сигнум); 

( , )u x y  – потенциальная функция; 
Tv  – транспонирование вектора v ; 

( )iw=w  – вектор весов дискриминантной функции; 
iX  – область предпочтения класса iϖ ; 

x  – образ; 
1 2( , ,...)Tx x=x  – вектор-столбец признаков образа x ; 

ix  – i -й признак образа x ; 
( , )i iyx  – i -й прецедент; 

1{ ,..., }mY y y=  – множество меток классов; 
{ ( )}jϕ x  – полная ортогональная система функций; 

( )tη  – функция Хэвисайда; 
1{ ,..., }mϖ ϖΩ =  – множество классов; 

iϖ  – i -й класс; 
{ }1,..., NΞ = x x  – обучающее множество (выборка); 

( , )YΞ  – множество прецедентов; 
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4. Алгоритмы кластеризации (векторного квантования) 

4.1. Постановка задачи кластеризации 
Идея векторного квантования состоит в разбиении обучающей выборки 

1{ ,..., }NΞ = x x  на непересекающиеся подмножества-кластеры 1,..., mX X : 
1 ... mX X∪ ∪ = Ξ , i jX X∩ = ∅  для всех i j≠ , таким образом, чтобы все точ-

ки одного кластера состояли из «похожих» элементов, а точки разных кла-
стеров существенно отличались. Эта задача является очень неопределенной, 
так как ее решение зависит от нескольких факторов – параметров кластери-
зации: 1) выбранного критерия «похожести» элементов Q ; 2) от используе-
мой метрики d  (критерии похожести, как правило, зависят от выбранной 
метрики, измеряющей расстояние между векторами-образами); 3) от уста-
новленного (или оцениваемого) числа кластеров.  

Выбор параметров кластеризации, как правило, неоднозначен, зачастую 
субъективен, но этот выбор должен быть согласован с целями кластеризации. 
Среди основных целей кластеризации могут быть следующие: 

1) кластеризация проводится для нахождения групп схожих элементов с 
целью дальнейшей независимой их обработки. В этом случае параметры кла-
стеризации должны обеспечивать минимальность числа кластеров; 

2) кластеризация осуществляется с целью получения новой небольшой 
выборки, состоящей из эталонных элементов – типичных представителей 
кластеров. Здесь важно, чтобы параметры кластеризации обеспечивали фор-
мирование кластеров с высокой степенью однородности входящих в них эле-
ментов; 

3) кластеризация проводится с целью нахождения нетипичных элемен-
тов, т.е. элементов, не попадающих ни в один из кластеров, при этом сами 
кластеры должны быть небольшими; 

4) кластеризация осуществляется с целью формирования иерархической 
структуры выборки (так называемая задача таксономии). В этом случае на 
каждом иерархическом уровне количество кластеров должно быть неболь-
шим.  

В общем случае задачу кластеризации можно сформулировать следую-
щим образом. Дана обучающая выборка 1{ ,..., }NΞ = x x . Требуется найти та-
кую функцию кластеризации f , которая каждой точке ∈Ξx  ставила бы в 
однозначное соответствие некоторый элемент – метку y Y∈  из множества 
меток 1{ ,..., }mY y y=  (каждая метка iy  соответствует некоторому кластеру 

iX ). В задаче кластеризации множество меток Y  неизвестно (и даже неиз-

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

вестна мощность этого множества: m Y N= � ). Если множество Y  известно, 
то задача кластеризации вырождается в задачу классификации.  

Множество меток Y  необходимо искать среди множества Ψ  допусти-
мых меток для данной задачи кластеризации, которое определяется целями 
кластеризации. Тогда задача кластеризации сводится к нахождению такого 
множества меток 0Y  и функции кластеризации f , чтобы 

0 ,
arg min ( , )

Y f
Y Q Y f

∈Ψ
= , 

где ( , )Q Y f  – выбранный критерий качества (оптимальности) кластеризации 
(если оптимальность соответствует минимуму критерия Q ).  

Среди критериев оптимальности (качества) кластеризации выделяют 
следующие: 

1) среднее внутрикластерное расстояние (1)
,

( , ) min
ii X

Q d
∈

= →∑ ∑ x y
x y ; 

2) среднее межкластерное расстояние (2)
, ( , ) maxi

j

Xi j X
Q d∈< ∈

= →∑ ∑ x
y

x y ; 

3) суммарная выборочная дисперсия разброса элементов относительно 
центров кластеров (3) 21 ( , ) min

i i
iXi X

Q d
∈

= →∑ ∑ x
x c , где 1

i i
i X X∈
= ∑x

c x  – 

центр кластера iX .  
Заметим, что для использования последнего критерия оптимальности 

необходимо, чтобы пространство признаков было не только метрическим, но 
и линейным (т.е. в этом пространстве можно было осуществлять сложение и 
умножение на число векторов-признаков). Если пространство не является 
линейным, то вычислительная сложность алгоритмов кластеризации значи-
тельно увеличивается. Действительно, для вычисления центра c  кластера X  
в линейном пространстве требуется ( )O X  операций, а в метрическом про-
странстве (здесь в качестве центра можно взять точку 

arg min ( , )
XX

d
∈∈

= ∑ yx
c x y ) – ( )2O X .  

На практике вместо одного критерия оптимальности используется не-
сколько критериев. Например, критерий (1) (2) minQ Q → , учитывающий как 
межкластерные, так и внутрикластерные расстояния. 

4.2. Алгоритм k-внутригрупповых средних (k-means) 
Рассмотрим один из популярных алгоритмов кластеризации, основан-

ный на минимизации функционала суммарной выборочной дисперсии раз-
броса элементов относительно центров тяжести кластеров (3)Q Q= . Этот ал-
горитм представляет собой пошаговое (итерационное) нахождение центров 
тяжести кластеров и разбиение обучающей выборки на кластеры до тех пор, 
пока функционал Q  не перестанет уменьшаться. 
 

Алгоритм k-means 
1. Выделяются некоторые образы из обучающей выборки – начальные цен-

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

тры кластеров (0) (0)
1 ,..., mc c  и полагается 0k = . 

2. Вся обучающая выборка разбивается на m  кластеров (клеток Вороного) по 
методу ближайшего соседа – получаются некоторые кластеры ( ) ( )

1 ,...,k k
mX X . 

3. Рассчитываются новые центры – центры тяжести кластеров по формуле 
( )( )

( 1) 1
kk

ii

k
i XX

+
∈

= ∑x
c x .  

4. Проверяется выполнение условия останова: ( 1) ( )k k
i i

+ =c c  для всех 1,...,k m= . 
В противном случае – переход к пункту 2.  
 

Теорема 4.1. Алгоритм k-means минимизирует функционал суммарной 
выборочной дисперсии (3)Q  и сходится за конечное число шагов. 

Доказательство. Покажем, что в процессе выполнения шагов алгоритма 
минимизируется функционал (3)Q Q= . Действительно, сначала (пункт 2 алго-
ритма) он минимизируется при фиксированном положении центров тяжести 
кластеров путем оптимизации разбиения обучающей выборки на кластеры 

iX∈x , если ( ) ( )l l
i j− ≤ −x c x c  для всех j i≠ . 

Покажем, что в пункте 3 алгоритма осуществляется минимизация функцио-
нала Q  за счет пересчета центров тяжести кластеров при фиксированном 
разбиении обучающей выборки на кластеры 

( )

( 1)
( )

1
l

i

l
i l

XiX
+

∈

= ⋅ ∑
x

c x . 

Для этого рассмотрим функцию разброса ( )iR c  выборочных значений в i -м 
классе относительно некоторой точки ic  (не обязательно центра класса): 

( )2 2 2( ) 2
i i

i i j jX X
R

∈ ∈
= − = − ⋅ +∑ ∑x x

c x c x x c c . Исследуем на минимум эту 
функцию методом дифференциального исчисления. Имеем 

2

1

( ) 2 ( ) ( 1) 0
i i

n

k ik k ik
ik X k X

R x c x cc ∈ = ∈

′⎛ ⎞∂ = − = − ⋅ − =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
∑∑ ∑
x x

. 

Откуда 1
j i

ik kX X
c x

∈
= ∑ x

. Следовательно, минимум функции ( )iR c  достигает-

ся при 1
i i

i X X∈
= ∑x

c x . 

Таким образом, на каждой итерации значение Q  не увеличивается, т.е. 
(1) (2) ...Q Q≥ ≥ . Имеем невозрастающую последовательность ( )lQ , ограничен-

ную снизу нулем, поэтому эта последовательность имеет предел. Так как 
число элементов обучающей выборки, а, следовательно, и число различных 
разбиений, конечно, то этот предел достигается за конечное число итера-
ций.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

Замечания.  
1. Алгоритм k-means осуществляет локальную, но не глобальную мини-

мизацию функционала Q . Поэтому гарантии «хорошей» кластеризации этот 
алгоритм не дает. 

2. Существует много алгоритмов векторного квантования, похожих на k-
means, но обучающихся быстрее. Правда качество такого обучения может 
быть хуже, чем в k-means. 

3. Процедура k-means относится к алгоритмам обучения без учителя (с 
самообучением). 

4. Векторное квантование очень чувствительно к размерности простран-
ства признаков: требуемое количество центров кластеров экспоненциально 
растет с ростом размерности. Поэтому, если удается избавиться от признака, 
мало влияющего на классификацию, то векторное квантование начинает ра-
ботать быстрее и лучше. 

5. Рассматриваются и невекторные методы квантования. В этих мето-
дах осуществляется квантование не образов – отдельных векторов, а орбит – 
образов относительно некоторой группы преобразований, не влияющих на 
кластеризацию (например, сдвиги, растяжения, небольшие искажения букв, 
цифр). 
 

Пример. Предположим, что на плоскости 2R  за-
даны векторы-образы 1 (1,1)=x , 2 (0,0)=x , 3 (2,0)=x , 

4 (4,4)=x , 5 (5,5)=x , 6 (5,3)=x  (рис. 4.1). Найдем 
кластеризацию этих образов по двум классам. Для 
этого выполним последовательно шаги рассмотрен-
ного алгоритма. 
1. В качестве начальных центров кластеров выберем 
образы (0)

1 1=c x  и (0)
2 2=c x . Тогда, разбивая выборку 

1 6{ ,..., }x x  на два подмножества по методу ближайше-
го соседа, получим начальные кластеры 

(0)
1 1 3 4 5 6{ , , , , }X = x x x x x  и (0)

2 2{ }X = x . 
2. Вычисляем новые центры – центры тяжести кластеров 

(1) 11 31 41 51 61
1

12 32 42 52 62

1
5

x x x x x
x x x x x

+ + + +⎛ ⎞= =⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠
c  1 2 4 5 5 17 51

1 0 4 5 3 13 55
+ + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (1)
2 2

0
0
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

c x . 

3. Сравниваем: (0) (1)
1 1≠c c  и (0) (1)

2 2=c c . Продолжаем выполнение алгоритма. 
4. Разбиваем выборку 1 6{ ,..., }x x  на два подмножества с новыми центрами по 
методу ближайшего соседа, получим кластеры (1)

1 4 5 6{ , , }X = x x x  и 
(1)
2 1 2 3{ , , }X = x x x . 

5. Вновь вычисляем центры тяжести кластеров 
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(2) 41 51 61
1

42 52 62

4 5 5 14 31 1
4 5 3 43 3

x x x
x x x

+ + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
c , 

(2) 11 21 31
2

12 22 32

1 0 2 11 1
1 0 0 1 33 3

x x x
x x x

+ + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
c . 

6. Сравниваем: (1) (2)
1 1≠c c  и (1) (2)

2 2≠c c . Продолжаем выполнение алгоритма. 
7. Разбиваем выборку 1 6{ ,..., }x x  на два подмножества с новыми центрами по 
методу ближайшего соседа, получим кластеры (2)

1 4 5 6{ , , }X = x x x  и 
(2)
2 1 2 3{ , , }X = x x x . 

8. Вновь вычисляем центры тяжести кластеров (3) (2)
1 1=c c , (3) (2)

2 2=c c . Остановка 
алгоритма. 
 

При практической реализации алгоритма возникают следующие про-
блемы: 

1) необходимо задать число кластеров; 
2) качество работы алгоритма зависит от начальной расстановки центров 

кластеров. 
Для решения этих проблем рекомендуется осуществить несколько кла-

стеризаций при разных начальных расстановках центров кластеров и различ-
ных значений числа кластеров. После чего необходимо выбрать ту кластери-
зацию, которая доставляет минимум функционалу (3)Q .  

4.3. Алгоритмы расстановки центров кластеров 
Для первоначальной расстановки центров кластеров применяются сле-

дующие алгоритмы, которые можно рассматривать и как самостоятельные 
алгоритмы кластеризации. 

4.3.1. Алгоритм простейшей расстановки центров кластеров 
Вводится некоторый порог 0h > , в качестве первого центра кластера на-

значается первый элемент выборки 1 1=c x . 
Предположим, что уже выбраны k  центров кластеров. Тогда в качестве 

очередного 1k + -го центра кластера выбирается такой элемент выборки jx , 
что минимальное расстояние от jx  до центров ic , 1,...,i k= , будет больше h . 

4.3.2. Алгоритм, основанный на методе просеивания 
В этом алгоритме рассматривается некоторая неотрицательная функция 

( )f x , называемая плотностью распределения элементов обучающей выбор-
ки и принимающая тем большее значение, чем ближе элемент x  расположен 
к точке сгущения элементов выборки. Например, в качестве ( )f x  можно 
взять следующую функцию: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

( )22
2

:

1( ) ( )
i

h i
i h

f f h
h − <

= = ⋅ − −∑
x x

x x x x , 

где 0h >  – некоторое пороговое значение. Затем осуществляется упорядочи-
вание элементов обучающей выборки таким образом, чтобы 

1 2 3( ) ( ) ( ) ...f f f≥ ≥ ≥x x x . Далее осуществляется алгоритм простейшей рас-
становки центров кластеров, в котором в первую очередь в качестве новых 
центров кластеров выбираются те элементы обучающей выборки, в которых 
значение плотности будет наибольшим. 

4.3.3. Алгоритм максиминного расстояния 
Этот алгоритм состоит из следующих шагов. 

 

Максиминный алгоритм 
1. В качестве первого центра кластера выбирается элемент 1 1=c x . 
2. В качестве второго центра кластера выбирается тот элемент 

22 j=c x , кото-

рый находится на наибольшем расстоянии от 1c , т.е. 
2 1 1maxj ∈Ξ

− = −
x

x c x c . 

3. Предположим, что выбраны k  центров ( )
1{ ,..., }k

kC = c c  кластеров. В каче-
стве очередного ( 1)k + -го центра кластера 
выбирается тот элемент 

1kj +
x , который нахо-

дится на наибольшем расстоянии от бли-
жайшего из центров 1,..., kc c  (рис. 4.2), т.е. 

( ) 1
min

k kjC +∈
− =

c
x c

( )( )\
max min

kk CC ∈∈Ξ
−

cx
x c . 

4. Проверяется условие останова. 
 

Условием останова алгоритма может быть выполнение неравенства 
( 1) ( )k kQ Q γ+ ≥ , где (0,1)γ ∈  – некоторое пороговое значение, близкое к еди-

нице. Выполнение последнего условия означает, что при появлении нового 
центра кластера дисперсия меняется незначительно. 

4.4. Алгоритм FOREL 
Этот алгоритм был предложен Н.Г. Загоруйко и В.Н. Ёлкиной в 1967 го-

ду. В алгоритме FOREL (FORmal ELement), так же как и в алгоритме k-
means, вычисляются центры тяжести кластеров.  Но, в отличие от k-means, в 
качестве кластера рассматриваются не все ближайшие к данному центру эле-
менты, а все элементы, находящиеся внутри сферы заданного радиуса r  с 
центром в данной точке. Для фиксированного значения 0r >  и некоторого 
элемента (1)=x e  обучающей выборки вычисляется формальный элемент (2)e  
– центр тяжести всех векторов обучающей выборки Ξ , находящихся внутри 
круга (1)( )rB e  с центром в точке 1x  и радиусом r . Затем вычисляется центр 
тяжести (3)e  всех элементов множества (2)( )rB ∩ Ξe  и т.д. Можно показать 
(докажите!), что таким образом построенная последовательность формаль-

1c

2c

3c

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

ных элементов (1)e , (2)e , … является сходящейся. Предел e  этой последова-
тельности объявляется центром первого кластера. Далее из обучающей вы-
борки Ξ  удаляются все элементы, находящиеся внутри сферы ( )rB e  и анало-
гично находится центр следующего кластера и т.д.  
 

Алгоритм FOREL 
1. Выбирается некоторый элемент ∈Ξx  обучающей выборки, (1) :=e x . 
2. Вычисляется центр тяжести (1)(1)

(2) 1
( )( ) rr BB ∈ ∩Ξ∩Ξ

= ∑ x ee
e x . Выполнение пунк-

та 2 повторяется до тех пор, пока последовательность (1)e , (2)e , … не стаби-
лизируется в точке e . 
3. Полагаем : \ ( )rBΞ = Ξ e  и переходим к пункту 1. Условием останова алго-
ритма является Ξ = ∅ . 
 

Результаты работы алгоритма FOREL для трех разных значений r  пока-
заны на рис. 4.3. Здесь незакрашенные кружочки – элементы обучающей вы-
борки, черные точки – формальные элементы. 
 

 
В Приложении 1 приведен расчет кластеризации данных алгоритмом 

FOREL, выполненный с помощью пакета MathCad. 
Результат работы алгоритма FOREL может существенно зависеть от вы-

бора начальных точек – формальных элементов. Единственный параметр ал-
горитма – величина r  подбирается исходя из задач кластеризации: если не-
обходимо получить большие кластеры, то r  следует увеличить, если же нуж-
но описать структуру самих кластеров, то r  следует уменьшить и кластери-
зовать «мелкие» кластеры. В этом случае алгоритм FOREL можно рассмат-
ривать как алгоритм предварительной кластеризации. Различные модифика-
ции алгоритма FOREL и его применение подробно рассмотрены в [11]. 

4.5. Алгоритм ИСОМАД (ISODATA) 
Алгоритм ИСОМАД – Итеративный СамоОрганизующийся Метод Ана-

лиза Данных (ISODATA – Iterative Self-Organizing Data Analysis Techniques) 
был разработан в 1965 году Бэллом (Ball G.) и Хэллом (Hall D.). Этот алго-
ритм является разновидностью алгоритма k -внутригрупповых средних и от-

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

личается от него введением некоторых эвристических процедур. С помощью 
таких процедур можно объединять два кластера в один, разделять один кла-
стер на два и т.д.

Рассмотрим основные процедуры изменения числа кластеров. 
1. Удаление кластеров. Если кластер содержит мало элементов 1iX q<  

( 1q  – параметр алгоритма ISODATA), то он удаляется, т.е. его элементы рас-
пределяются по другим кластерам, а центр кластера ic  удаляется из списка 
центров кластеров. 

2. Разделение кластеров. Если разброс элементов от центра кластера 
достаточно большой, или, другими словами, если дисперсия i -го кластера 

2iD q> , то i -й кластер разделяется на два кластера. Для разделения кластера 
вычисляются покомпонентные дисперсии: 

21
j i

ik jk ik
Xi

D x c
X ∈

= −∑
x

, 1,...,k n= . 

Далее выбирается та l -я компонента, для которой il isD D>  для всех s l≠ , и 
осуществляется разделение i -го кластера по l -й компоненте. При этом пере-
считываются новые центры кластеров ′c  и ′′c .  

Другой, более точный, способ деления кластеров состоит в вычислении 
«направления» в пространстве nR , вдоль которого дисперсия кластера мак-
симальна. Далее кластер разделяется на два гиперплоскостью, проходящей 
через центр кластера и перпендикулярной вычисленному направлению. 

3. Слияние кластеров. Если расстояние между двумя какими-то цен-
трами кластеров достаточно мало, то эти кластеры следует объединить в 
один кластер. Для реализации этой процедуры вычисляется расстояние меж-
ду двумя центрами кластеров: 

ij i jl = −c c  для всех i j≠ . 

Если окажется, что 3ijl q< , то кластеры iX  и jX  следует объединить. Новый 

центр кластера вычисляется по формуле i i j j

i j

X X
X X

+
=

+

c c
c . 

Алгоритм ISODATA может содержать и другие процедуры, регулирую-
щие число кластеров. 

 
 

           
         

       
 

         
        

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

Приложение 1. Кластеризация данных алгоритмом FOREL 

1. Считывание точечных данных из файла в матрицу А и формирование 
массива точек (X,Y)    
A READBMP "D:/p3"( ):=  

A

 

A

0 1 2 3

0

1

2

3

4

5

255 255 255 255

255 255 255 255

255 255 255 255

255 255 255 255

255 255 255 255

255 255 255 ...

=  

points A( ) k 0←

Xk i←

Yk j←

k k 1+←

Ai j, 0if

j 0 cols A( ) 1−..∈for

i 0 rows A( ) 1−..∈for

Xk 1−←

Yk 1−←

Xk 1+ Xk−( )2 Yk Yk 1+−( )2+ 3<if

k 0 lengthX( ) 2−..∈for

s 0←

X1s Xk←

Y1s Yk←

s s 1+←

Xk 1−≠if

k 0 lengthX( ) 1−..∈for

X1

Y1
⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

:=  

функция формирования из 
матрицы изображения то-
чечных данных А массива 
точек (X,Y)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

 

X points A( )0:=  XT 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 6 10 11 11 15 15 17 19 19 ...
=  

Y points A( )1:=  YT 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 57 63 55 68 52 65 58 9 17 ...
=  

2. Функции алгоритма FOREL    

0 20 40 60 80
0

20

40

60

80

Y

X

d C S, ( ) C0 S0−( )2 C1 S1−( )2+:=  

cent F X, Y, r, ( ) C1 0 0( )T←

n 0←

Ci Xi Yi( )T←

n n 1+←

C1 C1 Ci+←

d Ci F, ( ) r2<if

i 0 lengthX( ) 1−..∈for

C1
n

:=  

функция определения центра 
масс точек массива (X,Y), со-
держащихся внутри круга с 
центром в точке F и радиусом r

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

 

ext F X, Y, r, ( )

Ci Xi Yi( )T←

C1 Ci←

break

d Ci F, ( ) r2>if

i 0 length X( ) 1−..∈for

Ci Xi Yi( )T←

C1 augment C1 Ci, ( )← d Ci F, ( ) r2> Ci C1≠∧if

i 0 length X( ) 1−..∈for

C1

:=  функция удаления из 
массива (X,Y) точек, со-
держащихся внутри кру-
га с центром в точке F и 
радиусом r  

forel X Y, r, ( ) F0 X0 Y0( )T←

F F0←

k length X( )←

F1 cent F0 X, Y, r, ( )←

F0 F1←

F1 cent F1 X, Y, r, ( )←

d F0 F1, ( ) 0.1>while

F augmentF F1, ( )←

X1 ext F1 X, Y, r, ( )T( ) 0〈 〉
← ext F1 X, Y, r, ( ) 0≠if

break otherwise

Y1 ext F1 X, Y, r, ( )T( ) 1〈 〉
← ext F1 X, Y, r, ( ) 0≠if

X X1←

Y Y1←

F0 X0 Y0( )T←

k length X( )←

k 0>while

F submatrixF 0, 1, 1, cols F( ) 1−, ( )←

F

:=  функция вычисления 
формальных элементов 
массива точек (X,Y) ал-
горитмом FOREL с па-
раметром r  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

 

 
 
 

 
 

 
 

 

 

3. Результаты работы алгоритма FOREL 

r 10:=  

F forel X Y, r, ( ):=  F
0 1 2 3 4

0

1

14.111 26.286 26 30 20

59.667 13.857 26.667 60.333 ...

=  

CX FT( ) 0〈 〉
:=  CY FT( ) 1〈 〉

:=  

x t i, ( ) F0 i, r cos t( )⋅+:=  y t i, ( ) F1 i, r sin t( )⋅+:=  

20 40 60

20

40

60
Y

CY

y t 0, ( )

y t 1, ( )

y t 2, ( )

y t 3, ( )

y t 4, ( )

y t 5, ( )

y t 6, ( )

y t 7, ( )

y t 8, ( )

y t 9, ( )

X CX, x t 0, ( ), x t 1, ( ), x t 2, ( ), x t 3, ( ), x t 4, ( ), x t 5, ( ), x t 6, ( ), x t 7, ( ), x t 8, ( ), x t 9, ( ), 
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